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ZUSAMMENFASSUNG: Dieser Beitrag beschreibt die Benutzung der Ungleichung von
Jensen bei der Losung einigen Extremalaufgaben. Diese Ungleichung formulierte J. L. W. V.
Jensen in seinem Beitrag ,,Sur les fonctions convexes et les inégalités entre les valeurs
moyennes “ (Sehe [6]). Im Beitrag sind die Losungen der konkreten Beispielen gezeigt, die
konvexen und konkaven Funktionen benutzen. Deshalb kann man die Maximum- und
Minimumwerte der Funktionen durch die Ungleichung von Jensen suchen und oft geht es
leichter als bei der Benutzung der Differentialrechnung.

KLCUCOVE SLOVA: Jensenova nerovnost, konkdvna a konvexna funkcia, maximum a
minimum funkcie, A-G nerovnost’

Pri rieSeni mnohych extremdalnych uloh najma z matematickej olympiady na strednej Skole
mozno vyuZit’ tvar priebehu funkcie - jej konvexnost’ a konkavnost. O tuto vlastnost’ funkcii sa
opiera Jensenova nerovnost. Mnohé ulohy, v ktorych sa pouziva, sa rieSia I'ahSie pomocou
tejto nerovnosti ako s pouzitim diferencidlneho poctu. Viac informacii z matematického
hladiska moze Citatel’ najst’ v [2] a [6].

Definicia. Nech f je funkcia definovana na intervale [4,bl] ktora ma tato vlastnost: Ak su x;,
X2, X3 Pubovolné &isla z intervalu [@,bOspliajuce nerovnost’ x; < X, < x3 , leZi bod P[x.,f(x2)]
pod (nad) priamkou spajajucou body Pi[x;,f(x1)] , P2[x:,f(x3)]. Potom hovorime, Ze funkcia f je
konvexna (konkavna) na intervale [4,b[].

Veta 1 (Jensenova nerovnost’). Nech f je funkcia definovand na intervale [d,blJa x;, xa, ... , X,
st l'ubovol'né ¢isla z intervalu [4,b[]. Potom plati : Ak je funkcia f

a) konvexnd na intervale [4,bltak f%xl-'-le:mgg f(xl) * f(x2) +"'+f(xn)
n
b) konkavna na intervale [3,b[ftak fEx] +x2 Fo E> ( 1) +f(x2) +...+f(xn) .
n
Rovnost’ v oboch pripadoch nastava, ak x; =x,=...=X,.

Dékaz. Dokazeme len a) Cast, lebo b) Cast’ by sa dokazovala analogicky. Dokaz
urobime pomocou matematickej indukcie podobne ako pri Cauchyho dokaze A-G
nerovnosti.

Najprv pre n = 2 . Nech x;, x, [J [d,bl]. Ak x; # X, , tak bez ujmy na vSeobecnosti

X, +x, 5 ) R +x,
) X, . Oznaéme x;" =X, X, = T

, X37 = X, . Ak je funkcia konvexna na intervale [4,b[] potom bod P[x,’,f(x,")] lezi pod

priamkou spajajucou body Pi[x;", f(x;")] , Pa[x5, f(x37)] .

Ok, +x, fx])+/(x,)C
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predpokladajme, Ze x; <X, . Potom plati x; <

Bod P' 7 [je stred usecky P,P,. Bod P preto lezi pod bodom P’,
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indukéného predpokladu plati
[be, +x,+.+x, [ f(x1)+f(x2)+ +f( )

L .

ateda J %%
Slx)* s (x)

2

O

O fQX”H +x,1+nz oty B S e +f(x’22)+m+f(x”’) . Dalej plati
[, +x,+..+x, 4 X, totx,, E
e, +x, b, +x,, 4t 0 n n 0
f% 2n B fD 2 DS
0 U
fQXI +x, +. +x, @_ngmh&xz”@ flx)++f(x,) +f( Xyt | Fot [ 1y,
< n n < n n —
2 2
_ ) )bt o)
2n ‘

Xt tAx, X, Xty

Rovnost’ nastane v pripade, ze plati =
n n

Oxi=x=..=X) Ui =X =... =Xm) O x=%X,q U
0 X =Xp=...= Xo= Xp1 = ... = Xoy . Tym je veta dokazand pre n = 2" .
Platnost’ vety pre ostatné n [ N dokdzeme pomocou spétnej indukcie: Ak veta plati pre




n = 2, tak plati aj pre n - 1 . Nech x;, x5, . . ., X,y st 'ubovolné Cisla z intervalu [4,b[]
X, tx,+..+x _ . < .
: L, X, =2 | =L | Aj tychto n ¢isel je z
n—

intervalu [3,b[], a preto podl'a indukéného predpokladu plati
1 1 1 1 1 1
fEllxl +x,+..+x, E< f(xl) +f(x2) +...+f(x”)

=X, e X

- X
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Zaved’'me substiticiu x,

n—1

. Po dosadeni dostavame

U n o n
+x,+...+tx _
EPCI +x2 +...+xn_1 +)C1 +x2+...+x,,_1 E f(xl) +f(x2)+'“+f(xn—1) +f@xl 2 - n 1@
s n-l O< "
n [] n
0

Rovnost nastane, ak x| =x, =..=x, [0 x;=X=...=Xu.

V odborne;j literatire (pozri [2] a [5]) je horeuvedend veta pouzivana castejSie vo
vSeobecnejSom tvare:
Veta 2 Nech fje funkcia definovana na intervale [4,blla x;, X,, ... , X, st 'ubovolné ¢isla z

intervalu [3,bl]. Potom plati : Ak je funkcia f
a) konvexna na intervale [4,blkak f & Z DX H< - Z p;-f

b) konkavna na intervale [4,bllak f & Z Pi-X; H> - z P; f , pricom p,0R; a

Z P =P . Rovnost v oboch pripadoch nastava, ak X, = x, =. .. =X,.

Priklad 1. Do kruznice vpiSte n-uholnik s maximalnym obsahom, pricomn=4 .

Obr. 2 RiesSenie: Rozdel'me n-uholnik podl'a obr. 2 na n trojuhol-
nikov. Obsah kazdého z nich mozno vyjadrit’ v tvare

1
Erz.sin a; , kde i = 1,2,...,n. Potom pre obsah celého n-

1
uholnika plati: S = 5 r.(sin O, +sin 0, + ... +sin d,).

Predpokladajme,ze 0 < a; < Tt Funkcia y = sin x je
na intervale (0 ; 1) konkdvna , preto podla Jensenovej
nerovnosti plati :

sind | +sind , +...+sind +a, +...+0
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sin0; +sin0, + ... +sinq, < n.SlHH

e ( Sif 0y + $in 0, + . . . + sin 0) < R P PRt e
- .(sma S A smd,)s —r.n.
2 : ? 2 H n 3

1 . [Tt
V naSom pripade plati : a; + o, +... + 0, =2T0. Preto S < Erz. n ,sm%@_

TU . ,
Rovnost’ nastava v pripade , ze 0, = 0, = ... =0, = — . V tomto pripade sa jedna o
n

pravidelny n-uholnik. ESte treba rozriesit pripad , keby existovalo a; > Tt.

V kazdom pripade obsah takéhoto n-uholnika je mensi ako obsah n-uholnika s maximalnym
obsahom . To vyplyva z toho, Ze obsah n-uholnika s max. obsahom je vicsi ako obsah
polkruhu a obsah polkruhu je vacsi ako obsah n-uholnika v ktorom existuje
o, >TT.

Priklad 2 . Dokazte, ze
a) pre kazdy ostrouhly trojuholnik plati :
tg?a +tg’ B+tg’y=9
b) pre 'ubovol'ny trojuholnik plati:
3.3

sind.sin [3.siny s?.

Rovnost’ nastava v oboch pripadoch, ak trojuholnik je rovnostranny.

RieSenie: a) Pomocou grafu funkcie y = tg x, mdéZeme nacrtnat’ graf funkcie y =

- . n .
= tg’ x . Tato funkcia je na intervale @;ZQ konvexnd a v ostrouhlom trojuholniku su uhly

, ig’a +1g’B +ig’ +B+
prave z tohoto intervalu. Preto plati : & g prigly > g’ Eg 3'3 Y @

3
2
3

Rovnost’ nastdva, ak tg* o =tg” B=tg’y 0 o =P =Yy, takZe trojuholnik je rovnostranny.

=0.

Ked’Ze a + B + y = Tt tak dostdvame tg” a + tg* B + tg” y = 3. tg’ @g@z 3.

b) Uhly v trojuholniku st z otvoreného intervalu(O;T[) , na ktorom funkcia y = sin x nadobuda

kladné funkéné hodnoty a je konkavna. Preto mo6zeme pouzit’ nerovnost’ medzi aritmetickym a
geometrickym priemerom ( A — G nerovnost’ ) a potom aj Jensenovu nerovnost’:

3Jsin(l(.sin B.siny < sindl +sin B +siny < sinwg

3

Obe nerovnosti su sucasne splnené v pripade, Ze trojuholnik je rovnostranny.
Ked’Ze v trojuholniku plati, ze O + 3 +y =TT, dostaneme

§/sin0(.sin B.siny Ssin%Bﬂ 3/sin0(.sin B.siny st sina.sin B.siny sﬁ
B 0O 8

Priklad 3. Najdite minimum funkcie f(x) = a* + b.a* ,ak bOR" aOR" - {1}
a) pomocou A-G nerovnosti
b) pomocou Jensenovej nerovnosti



RieSenie: a) Zaved'me substituciu a* = t . Potom f(x) =t +;. Pouzijic A-G nerovnost’

b
[+—
(5 [0 Dfx22./p .
2 t

b
Rovnost’ nastava v pripade t = . O t*=b.

dostavame

1
Potomt=-/p O a*=/p O XZE.logab.

b) Z grafu funkcie y = e* vyplyva, ze je to konvexna funkcia. Vyjadrime funkciu f(x) v tvare f

x.Ina -x.Ina+lnb xIna-xlIna+Inb

e +e
>e 2
2

(x) ="+ ™Mb 7 Jensenovej nerovnosti vyplyva

02 2.,5 =2./b.

I mb 1
Rovnost’ nastava v pripade , ze x.lIna=-xIna+Inb [J x= 5127 = 5 log,b .
a

Priklad 4. Dokazte A-G nerovnost’ pomocou Jensenovej nerovnosti

RieSenie: Vyuzime funkciu f(x) = log x . Tato funkcia je konkavna, preto podl'a Jensenovej
L Hx, Htx, D> log x, +log x,+...+logx,

o [k
neovnosti plati log H
n n

e Slmﬁz log(x,.x,....x, )

n

Ulohy na precvienie:
1. N4jdite na intervale <—a,a>

a) maximum funkcie f(x)="ag+x +%a—x
b) minimum funkcie f(x)=(a+x)"+(a-x)",kdendN a n=>2.

2. Dokazte pomocou Jensenovej nerovnosti, ze pre kazdé x,, X,, ... , X, 1 R”
2x, Xy, 2 "
BX Xy X, 2
r 1 2 n 1 1 1 _ )
plati LI (G- H nerovnost’)
'xl x2 xn
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